Einige wichtige Integrale
Bei Verwendung der Ergebnisse als Stammfunktion ist stets noch die Integrationskonstante hinzuzufiigen!

1 Rationale Funktionen:

Ny — 1 v _
1.1 jx dx= T X (n+-1)
Ny — 1 1 _
1.2 f(ax+b) dx= FGES)) (ax+b) (n+-1)
13 . Ny — 1 ™2 _ b 1
| x- (ax+b)"dx h12)22 (ax+b) 1 1)22 (ax+b)
14 [ Tax=Inlx
1 -1
1.5 jax+bdx_ 7 - Inlax+ bl
1.6 jax)j_bdx:%—ilnlax+bl
1 _ 1, |ax+b
17 jx-(ax+b)dx In‘ ‘
ax+b bc— ad
1.8 [ &ETax=%+ 2 Inlex+dl
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110 [—1 ——2 . —2ax+b bei 4ac> b?
yax2+bx+cdx — arctan s >
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= 1 . 2ax+b- b2 4ac 2 arctanhizax"'b be| 4aC< b2
Jb2-4ac 2ax+b+1/b2 4ac Jb2 4ac Jb2-4ac
Im Fall 4ac< b2 auch (als Spezialfall von 1.9):
1 1 X=p
j(x—p)(x—q)dx_ P—Q'ln‘ X—Q‘ (p+q)
1.11 — X gx=-L -1 siehe 1.10
J axZ1bxrc X2 In|ax +bx+cl -5 @i bxrc (sl )
1 _ 1 L_L, 1 i
112 (ax2+bx+c)d 2¢ N ax2+bx+c 2¢C ax2+bx+ch (siehe 1.10)
1
1.13 ja2+x2dx=garctang
1 1. 1a+tx
114 [ —1Fax=7 In| £
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1.15 j32+ SOx=t7 |n|a + x|
1 1 X2 ‘
1.16 jx~(a2ix2)dx_ 232 In‘ a2+ x2
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2 Wurzelfunktionen:
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| xJax+b dx=="22 2(3ax-2b) - J(ax+b)3

1542
w/ax+ .
——dx=2/Jax+b +b- | —————dx siehe 2.10
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- lax+b ,
= J—_b arctan | =75 bei b<0
1 __Jax+b (2n—- 3) 1 . .
j—x”\/m dx= (—1)bx™1 ~ (2n-2)b XX’H\/W X (flhrt letztlich auf 2.10)
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j«/a2—x2 dx=%~/a2—x2 +%arcsin%
2
51/X2i32 dx:%«/xzia2 i%ln‘x+ VX2 + a2 ‘
jx\/az—x2 dx:—% <32_X2)3
| xVx2 + a2 dx=1§,/(x2ta2)3
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[ X2 x=/x2- a2 —a-arccos%
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a2 —x
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j ﬁd)(: 3 arccos %
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[ Vax2+bx+cdx= 2"’”(er«/ax +bx+c +4ac b -f 1 dx (siehe 2.26)

Jax2+bx+c

\/7 1 3 _ 2abx+b2 [ _ 4abc-b3 . 1
| xJax?+bx+c dx= 3a X2+ bx+c) 832 ax®+bx+c 16a2 J [ax? +bx+c o

jﬁdx =%| ‘2m+2ax+b‘ bei a>0
:%In|2ax+ bl bei a>0 A 4ac= b2
- Jl_a arcsin \/% bei a<0 A 4ac< b?
jﬁwﬁ% ax? + bx+c —%'jﬁdx (siehe 2.26)



3 Sinus-Funktionen

31 |sin xdx=-cos x

32 [sin axdx=—4cos ax

in2 X _ 1
3.3 jsm axdx="%5 -z sin 2ax

inn—1
34 [sinNaxdyx=—SIN""_8X-C0S ax N1 [ gjnn-2gay gy (n>2, ganz; fihrt letztlich auf 3.2)

‘ _ sin ax x-cos ax
85 [ x-sin axdx= 22 2

36 [ x-sin axdx=-%"cos ax+ 2. [ x"1.cos axdx (n>1, ganz; siehe 4.6)
3.7 jde:laln‘tan %‘
38 | smzaxdx 1 cot ax
39 [ h=dx= a(n1_1) PR D n-2.| — ,Lzaxdx ( n>2, ganz; fihrt letztlich auf 3.7)
3.10 [ qrgayox=gtan( & 1)
3.1 j%dx +x+atan(4$ 2)
312 [ qidaran=—Ftan(f - 5)+ Zrinfcos(§ - 3
3.13 | mdx— cot(4 aT) ‘sin(%— %)‘
3.14 [ sin ax-sin bxdx= Slg((aa:g))x - sg((aa:tt))))x (lal =1bl)
4 Cosinus-Funktionen
41 [ cos xdx=sin x
42 [cos axdx= la sin ax
4.3 jcoszax dx:%+tsin 2ax
4.4  {cosMaxdx= COS”_1,%”;'S‘” ax , n=1 [ cosM2ax dx (n>2 , ganz; fihrt letztlich auf 4.2)
4.5 jx~cos ax dx= 00223)( + x-sig ax
4.6 jx”-cos axdx=%"sin ax— 2. [ x"1.sin axdx (n>1, ganz; siehe 3.6)
47 | conaxdx= & In‘tan(ax %)‘
48 | cos2axdx Ltan ax
49 | coanar = 2T - ;;77_?; —+ n-2.j — ,J_zaxdx (n>2, ganz; fihrt letztlich auf 4.7)
4.10 mdx— tan azx jmdx—— cot %X
4.11 %dx=x—latan% f 1 C%S():);de=—x—lacot%
4.12 mdx— tan7+a—ln‘cos ezzx
413 mdx acot7+—ln‘sm ax‘

sin(a—b)x sin(a+b)x
2(a—b) " 2(a+b)

4.14 | cos ax-cos bxdx= (Ial=1bl)



5 Sinus- und Cosinusfunktionen gemischt

in ax- -1 gin2
5.1 [sin ax-cos axdx=o_sin?ax

5.2 fsinzax-coszaxdx= %—%

53 [sin"ax-cos axdx= a0+ ) sin™1ax
54 |sin ax-cos”axdx:—a(n1+1) cos™1ax
55 | 8 g0 SR | ST
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n-1 n-2
56 j COoSs axd cos ax j cos ax dx

sin ax an- sin ax

5.7 jmd = glnltan ax|

58 | sin ax;cos ax = a}_ In‘tan :-12xi 8)‘

5.9 f%dx:%i o5 Inlsin ax+ cos ax|

5.10 f%dx:i%+élnlsin axtcos ax|

511 4 Cs(;r; & ——adx=-—pInlb-cos ax+cl

512 |4 g?nsaaXXJerx—%lnlb sin ax+cl
cos(a—b)x cos(a+b)x

5.13 jsin ax-cos bx dx=-

2(a-b) 2(a+b)

6 Tangensfunktionen

6.1 [tan xdx=—Inlcos x|

6.2 [tan axdx=—laln|cos ax|

6.3 [tan2axdx= LanTax -X

6.4 [tan"axdx= tan™1ax— | tan2ax dx

1
an-1)

1 =X,

6.5 j tan ax+1 dx—ig 23 Inlsin ax+cos axl|
_tanax o xo 1 .

6.6 an axt dx=%F 55 Inlsin ax+cos axl|

7 Cotangensfunktionen
7.1 [ cot x dx=1Inlsin x|

7.2 [ cot axdx=Inlsin ax|

7.3 j cot2ax dx = —%f’x -

1
an-1)

1 _ tan ax
j 1 +cot axdx_j tan ax+1 ax

7.4 [cot"axdx=-

7.5

cot™1ax— | cot™2ax dx

(n+-1)
(ns-1)
(n+1 ; fOhrt letztlich zu 4.7 oder 6.2)

(n+1 ; fOhrt letztlich zu 3.7 oder 7.2)

(lal =16l )

(fGhrt letztlich zu 6.2 oder 6.3)

(fahrt letztlich zu 7.2 oder 7.3)

(siehe 6.6)



8 Exponentialfunktionen
8.1 [ eXdx=eX

82 [edx=1e™

8.3 [ x.eXdx= Z—Zx(ax— 1)

8.4 [ x"eXdx= 1gx”eax— L[ xTe@Xdx

1 X
Ib eax X =~

ax
8.6 jb §3X+c

8.5 ac Inlb- e +cl

__1 . pax
ablnlb e 1 ¢

9 Logarithmusfunktionen

91 [In xdx=x-In x—x
9.2 [(In x)2dx=x-(In x)2—2x-In x+2x
9.3 [(In ) dx=x-(In x)"=n-f(In x)™"dx

9.4 [xMin xdx=xm1 ,.I,;]er1 - (m_:”g

o5 (X075 ('”n’fr)T

96 [l Xgy__ (m_l?)imq RTELE

907 | (|”X§1)ndx=—(m(ln1;()z;_1 | = o
9.8 jxlnxdx In In x

99 | x-(Ir11 x)”dxz_(n—1)(l1n x)"-1

10 Inverse trigonometrische Funktionen

10.1 [ arcsin xdx=x-arcsin x+ 1 - x2

jarctan X dx= x-arctan x—% In(1 +x2)

dx (m=+1

(fiihrt letztlich zu 8.3)

(n=+-1; fuhrt letztlich zu 9.1)

(m=-1)

(m=1)

, fihrt letztlich zu 9.6)

(n+1)

| arccos x dx=x-arccos x— «/1 - x2

farccot X dx=x-arccot X+~ In(1 +X )

10.2 [ arcsin % dx=x-arcsin %+ Ja2 - x2

10.3 | x-arcsin % dx= (—2— %)arcsm By X [a2 —x2
10.4 [arccos 4 dx=x-arccos % - Ja?-x2

10.5 | x-arccos & dx= (%—i—z)arcoosé—f a2 - x2
10.6 jarctané dx=x-arctan§—éln(a2+x2)

10.7 | x-arctan% dx= —(x +a2) arctan % - &X

10.8 j arccot% dx=x- arccotg +4 5 In(a 21 x2)

10.9 | x-arccot% dx= (x +32) arccot % + &



11 _Hyperbelfunktionen

| sinh x dx=cosh x [ cosh x dx=sinh x

[ tanh x dx=In cosh x [ coth xdx=1In sinh x

1

11.2 | sinh axdx=5cosh ax

2 -1 _l
11.3 [ sinh2axdx= 27 Sinh 2ax

1 ax
1.4 fsinh axdx=gln‘tanh ‘

1 1
11.5 | ———dx=—-5coth a
jsinhzax X="a X

11.6 | x-sinh axdx= % cosh ax— 12 sinh ax

11.7 [ sinh ax-sinh bx dx= a-sinh bx-cosh ax-b-sinh ax-cosh bx) (lal =1bl)

a2 — b2 (
11.8 fcosh ax dx= smh ax

2 . X
11.9 fcosh axdx= 4a sinh 2ax+5

11.10 | dx— arctan e

cosh ax

1141 [ —L— cosh2 = 1tanh ax

1

11.12 | x-cosh ax dx= % sinh ax— —5 cosh ax
a

11.13 [ cosh ax-cosh bx dx= a-sinh ax-cosh bx—b-sinh bx-cosh ax) (lal =1bl)

—1
32 - p2
11.14 [ tanh axdx=~In cosh ax
11.15 jtanh%xdx:x—%

11.16 fcoth axdx=laln sinh ax
11.17 [ coth2ax dx = x— S0l ax

11.18 [ sin ax-cosh bx dx= 1

252 (b-sinh ax-sinh bx—a-cos ax-cosh bx) (lal =1bl)

12 Inverse Hyperbelfunktionen

12,1 [arsinh x dx=x-arsinh x— vx2 +1 | arcosh x dx=x-arcosh x— /x2 -1

| artanh x dx= x-artanh x+%|n(1 —x2)  [arcoth xdx=x-arcoth x+ = In(x 1)
12.2 j"arsinh%dx:x-arsinh%—m
12.3 [arcosh % dx=x-arcosh % - Ix2-a2

12.4 j artanh é dx=x-artanh é + g In(a2 - x2)

12.5 j arcoth é dx = x-arcoth % + g In(x? - a2)



13 Gemischte Funktionen

13.1 [ eaXsin bx dx=%(a'sin bx—-b-cos bx)
13.2 [ eaXcos bxdx= 326?2;2 (a-cos bx+b-sin bx)
ax gip n-1 —
13.3 jeaxsin”xdx=%(a-sin X=n-cos x)+%-feaxsin”‘2xdx (s. 8.2 oder 13.1)
a2+n a2+n
—1 -
13.4 feaxcos”xdx=m(a-cos X+n-sin x)+M-jeaXcos”—2xdx (s. 8.2 0oder13.2)
a2 +n2 a2 +n2
ax ax
135 [ x-e@sin bx dx=252—(a-sin bx-b-cos bx) - —E——[(a® - b?)sin bx-2ab-cos b
| x-e3Xsin bx dx a2+b2(a sin bx—b-cos bx) (32+b2)2[(a )sin bx—2ab-cos bx]
ax ax
13.6 | x-e@cos bx dx= axz'sz (a-cos bx+b-sin bx)—(zew[(a2—b2)cos bx-2ab-sin bx]
a2+

13.7 [sin In xdx=%(sin In x—cos In x)

13.8 [cos In xdx=%(sin In x+cos In x)

13.9 jsinh ax-sin ax dx:é(cosh ax-sin ax—sinh ax-cos ax)

13.10 jcosh ax-cos axdx:é(sinh ax-cos ax+cosh ax-sin ax)

13.11 | sinh ax-cos ax dx=2la(cosh ax-cos ax+sinh ax-sin ax)

13.12 | cosh ax-sin axd =2La(sinh ax-sin ax—cosh ax-cos ax)

Aus: http://bilderbuch.mathematik.uni-wuerzburg.de



